Jednodimenzijska difuzijska
jednadzba

1 Uvod

Gledano matematicki, (jednodimenzijska) difuzijska jednadzba je parcijalna
diferencijalna jednadzba oblika

ou 0%u
o~ Poz (1)

gdje su z,t nezavisne varijable, u = u(x,t) funkcija dviju varijabla (za koje
ima smisla jednadzba) i D pozitivna realna konstanta. To je primjer para-
bolicke homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koefici-
jentima. Takva jednadzba ima smisla i ako D nije pozitivna ili ako D nije
konstanta ve¢ funkcija ovisna o ¢ i (ili) x, ali u ovoj ¢emo se lekciji drzati
gornjeg dogovora. Naziv dolazi od toga Sto se njome modelira proces difuzije
unutar tanke Suplje cijevi u nekom sredstvu, primjerice u vodi (i uz odre-
djene idealne uvjete). Tada ¢t ima znacenje vremena, x je duljinska prostorna
koordinata (dok se preostale dvije prostorne dimenzije cijevi zanemaruju),
u(z,t) je koncentracija difuzijske tvari na polozaju z u trenutku ¢, dok je D
difuzijski koeficijent. Difuzijski koeficijent ovisi o difuzijskoj tvari, o sred-
stvu, temperaturi i tlaku, ali su uz ove fiksirane uvjete smatra konstantom
(makar opcenito ovisi i o koncentraciji ili nekoj od varijabla z,t). Problem
provodjenja topline analogan je problemu difuzije $to se o¢ituje u tome da je
jednadzba (1) ujedno i jednodimenzijska toplinska jednadzba (diferencijalna
jednadzba provodjenja topline kroz tanku zicu), samo Sto je tada wu(z,t)
temperatura na polozaju x u trenutku ¢, dok je D toplinska difuznost.

Upozorenje 1. Intuitivno, koncentracija (gustoéa) je koli¢ina mase na je-
dinicu obujma (masena gusto¢a) i uobicajeno se mjeri u kilogramima po
kubnom metru. U kemijskim razmatranjima u pravilu se misli na molnu
koncentraciju (koja se mjeri u molovima po kubnom metru), a moze se po-
javiti i gusto¢a koja znaci broj Cestica na jedinicu obujma. Konstanta D
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ima dimenziju povrSine po vremenu i obi¢no se mjeri kvadratnim metrima
po sekundi (ali moze biti zapisana i drukéije).

(ii) Pri prijelazu na jednodimenzijski slu¢aj (tanka cijev stalnog vertikalnog
presjeka S) treba biti oprezan jer se tada pod (masenom) gustoéom &esto
smatra masa po jedinici duljine, a da se to posebno ne naglasi. Intuitivno,
to znaé¢i da na dijelu od x do = + Az, za mali Az ima u trenutku ¢ priblizno
u(x,t)Axr mase. Tada je ukupna masa u trenutku ¢ izmedju polozaja z = a
ix=>(zaa<b) jednaka f: u(z,t)dz (sl. 1). Ako se pak poslo od funkcije
gustoée mase u(z,y, z,t) koja ne ovisi o y, z koordinatama (jer na svakom
presjeku okomitom na z-os, stalne povrsine S gustoca ovisi samo o x) i pise
u(x,t) umjesto u(x,y, z,t), onda je i dalje rije¢ o gustoéi kao masi po je-
dinici obujma. Intuitivno, to znac¢i da na dijelu od x do = + Az, za mali
Az ima u trenutku ¢ priblizno Su(z,t)Az mase. Tada je ukupna masa u
trenutku ¢ izmedju polozaja x = a iz = b (za a < b) jednaka Sfab u(z, t)dx
(sl. 2). Ako ne bude drukéije receno, stalno ¢e se misliti na ovakvu funkciju
gustoée (pa Ce se u razmatranjima pojavljivati povrsina S). Sli¢no je kad se
zanemaruje samo jedna dimenzija, tj. kada se prelazi s trodimenzijskog na
dvodimenzijski slucaj.

1.1 Generalizacije

Glavna je generalizacija na difuzijsku jednadzbu u prostoru, tj. na jed-
nadzbu oblika

o~ Pae Tap T o) @)
gdje u(x,y, z,t) ima znacenje koncentracije na polozaju (z,y, z) u trenutku
t, a D je kao i prije.
Druga vazna generalizacija je razmatranje nelinearne difuzijske jednadzbe.
Na primjer, u jednodimenzijskom slucaju, jednadzba (1) moze se zapisati

ou D(‘32u Pu 0%

2 y . , . . .
kao 2% — D% = 0, §to se prirodno poopc¢ava na nelinearnu jednadzbu

ot
ou 9%u
9t D@ = f(u) (3)

gdje funkcija f (ovisna o koncentraciji u) dolazi od utjecaja koncentracije
na proces difuzije.
2  Primjeri rjeSenja difuzijske jednadzbe (1).

Ta jednadzba ima mnostvo rjeSenja od kojih neka imaju a neka nemaju
fizikalnu interpretaciju u smislu problema difuzije. Navest ¢emo neka od
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rjesenja (koja je lako provjeriti izravnim deriviranjem ili koristenjem prik-
ladnog kompjutorskog paketa).

(i) u(z,t) = cosx-e P ili, jos opéenitije, u(x,t) = cos(kx) e~
realnu konstantu k.

(i) u(z, t) = sinz-e Pt ili, jos opéenitije, u(x,t) = sin(kx)-e* Pt za svaku
realnu konstantu &.

(iii) Za svaku realnu konstantu A, uz uvjet ¢t > 0, rjesenje je i

2
kDt 74 svaku

z2

A 2
u(zx,t) = %e iDi (4)

. Lt e e . ke g2
(iv) u(z,t) = evD "', ili, jo§ opcenitije, u(x,t) = evD
konstantu k.

(v) Kako god izabrali nekoliko rjeSenja gornjih oblika uy, ua, ..., un, i kako god
izabrali realne brojeve a1, ao, ..., a;, onda je funkcija ajui +asus + ... + amim,
rejesenje od (1) za svaku realnu konstantu A. Takodjer, iz svakoga rjesenja
u(x,t) moze se generirati beskonaéno mnogo novih rjesenja oblika v(z,t) =

~yu(x,t)+ax+ [ za svake tri realne konstante «, 3,7. Naime, vrijedi % = %

: %v _ QPu
oz2 = Oxz2°

t
, za svaku realnu

3 Izvod jednodimenzijske difuzijske jednadzbe

Medjukorak u izvodu je Fickov prvi zakon koji povezuje gustotu u(z,t) s
tokom F'(x,t) kroz presjek okomit na z-os (koji ima stalnu povrsinu S).
Intuitivno, tok je koli¢ina difuzijske tvari koja prodje kroz jedinicu povrsine
u jedinici vremena i mjeri se u kg/m?s (kilogram po metru na kvadrat
puta sekunda, ili analogno, ovisno o izboru jedinica). To je prosjecan tok
dok je F(z,t) tok na polozaju x (odnosno cijelom presjeku S okomitom
na x) u trenutku ¢, a smisao je da je koli¢ina tvari koja prodje kroz S u
malom vremenskom intervalu At pocevsi od trenutka ¢, priblizno jednaka
F(z,t)SAt (oznaka S koristit ¢e se i za taj presjek i za njegovu povrsinu).
Ako zamislimo da se na polozaju x u trenutku ¢ protok odvija od lijeva na
desno (tj. F(x,t) > 0), onda je to uzrokovano time sto je koncentracija lijevo
od presjeka S veca od one desno, tj. Azu(z,t) = u(r+Az)—u(z,t) <0, sto
znaci da je brzina od u(z,t) s obzirom na z negativna (oznaka A, podsjeca
nas na to da se gleda prirast s obzirom na promjenu od x, dok je vremenski
trenutak fiksiran). Intuitivno je prihvatljvo da je koli¢ina tvari koja prodje
kroz S proporcionalna toj razlici, a takodjer da se gustoc¢a desno od x brze
smanjuje S$to je protok kroz S vedi, Sto opravdava prvi Fickov zakon koji
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govori da je tok proporcionalan brzini promjene koncentracije (s obzirom na
x), uz negativan koeficijent proporcionalnosti —D, tj.
ou(z,t)

F(z,t) = -p™00 )
Treba imati na umu da ovo nije izvod veé da je rije¢ o empirijskom zakonu,
koji se u idealnim uvjetima potvrdjuje eksperimantalno. Za nastavak raz-
motrimo sljedece ¢injenice:
F(x,t)SAt je priblizno masa koja prodje kroz presjek S koji je okomit na x
za At vremena pocevsi u trenutku ¢.
F(x 4+ Ax,t)SAt ima analogno znacenje samo je S okomit na x + Ax.
u(x,t)S Az je priblizno masa unutar dijela cijevi od  do x + Az u trenutku
t.
u(z, t + At)SAx ima analogno znacenje samo u trenutku ¢ + At.
Zato oba izraza (u(z,t + At) —u(x,t))SAzx i (F(z,t) — F(x + Ax,t))SAt
imaju priblizno znacenje promjene mase na polozaju od = do = + Az u
vremenu od ¢ do t + At, tj.

(u(z,t + At) —u(x,t))SAx + (F(x + Az, t) — F(z,t))SAt = 0

Odavde se, dijeleé¢i s S, Az i At te prelaskom na limes opravdava formula

Ou(z,t) = OF(x,t)
ot + oxr 0 (6)

Sto se katkad naziva Fickov drugi zakon, makar je uobi¢ajeno Fickovim dru-
gim zakonom nazivati (1) koja se dobije kombiniranjem (5) i (6) (jednadzba
(5) derivi IF (z,t) @) Pri derivirans

erivira se po = pa se — = zamijeni s ——~). Pri deriviranju se
iskoristi da je D konstanta. Toplinska jednadzba izvede se analogno, samo
Sto se Fickov zakon zamijeni s Fourierovim zakonom.

4 Fizikalna interpretacija rjesenja (4) za A > 0

Zamislimo da je u t = 0 u polozaj z = 0 (ishodiste) postavljena koli¢ina
M difuzijske tvari, koja se za t > 0 pocinje Siriti simetri¢no lijevo i desno
od ishodista. Uz pretpostavku da je cijev jako duga, ovo se matematicki
modelira tako da x poprima sve realne vrijednosti od —oco do +o0o. Tada (4)
uvjerljivo opisuje to Sirenje. Ako je tako, onda ukupna koli¢ina tvari (koja
stalno ostaje M), prema definiciji funkcije gustoée, treba za svaki t > 0 biti
povrsina ispod grafa funkcije gustoée pomnozena s povrSinom presjeka S
(prema dogovoru iz Upozorenja (ii) iz Uvoda) , tj. M = S [%_u(z,t)dz =
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ac2
Sffooo %efmdx = 2SAVnD, za sve t > 0 (Sto se lako dobije koristenjem

prikladnog kompjutorskog paketa). Radi jednostavnosti, oznac¢imo M = %

Sad se dobije A = D' tj.

u(z,t) = e Dt (7)

Tom je formulom zadana familija krivulja bliskih Gaussovim krivuljama (sl.
3). Radi jednostavnosti stavimo M = 1. Tada je za svaki ¢t > 0 ovom formu-
lom zadana funkcija gustoée normalne razdiobe s oc¢ekivanjem 0 (simetrija
oko ishodista) i varijancom 4Dt, tj. standardnom devijacijom 2v/Dt. Stan-
dardna devijacija se mijenja vremenom, Sto je ¢t vete, veCa je i standardna
devijacija, pa je krivulja spljostenija, Sto odgovara ¢injenici da se vremenom
difuzijska tvar 8iri (ali zato se koncentracija na fiksiranom polozaju = sma-
njuje). Posebno, prema pravilu ¢ri sigma, gotovo sva difuzijska tvar (nje
99.73% ) nalazi se u intervalu < —6\/&, 6V Dt >. Dakle, iako se u mate-
matickom modelu difuzijska tvar proteze od —oo do 400 za svaki konkretan
t > 0, ipak u svakom trenutku nema gotovo ni jedna Cestica izvan ovog
kona¢nog intervala. Ako je M bilo koji pozitivan broj, a ne 1, onda je sve
sli¢no, samo §to se svaka vrijednost funkcije mnozi s M, dok se interval tri
sigma ne mijenja (sl. 4).

Rjesenje (7) moze se interpretirati tako da se za svaki fiksirani « razmatra
kako se izraz mijenja promjenom vremena (Sto odgovara promjeni koncen-
tracije vremenom na stalnom polozaju u cijevi). Na primjer, stavljajuéi
x = 0, mozZe se precizirati kako ovaj model predvidja pad koncentracije u
ishodistu, naime da je obrnuto proporcionalan drugom korijenu iz proteklog

vremena (preciznije, da je umnozak koncentracije u ishodistu i drugog kori-
M
2vmD

x = 0 koncentracija opada vremenom, ali je zakon opadanja nesto slozeniji.

jena iz proteklog vremena stalan i jednak ). I za druge z, a ne samo za

4.1 Vjerojatnosna interpretacija rjesenja

Rjesenje (4) moze se objasniti vjerojatnosno, razmatrajuéi difuziju kao slu¢ajno
gibanje Cestica (prema uzoru na Einsteinov pristup iz 1905.). Jedan od naj-
jednostavnijih takvih modela zasniva se na ovim dvjema pretpostavkama.

(i) Zanemaruje se gibanje ¢estica osim u smjeru z-osi.

(ii) Postoji (mali) vremenski interval At i (mali) Az > 0, tako da uocena
Cestica na (bilo kojem) polozaju x, u vremenskom intervalu At¢ napravi ho-

rizontalni pomak za Az lijevo ili desno, svaki od njih s vjerojatnoséu %



6 difuzija

Uoc¢imo presjek S na polozaju x, i djelove cijevi lijevo i desno od tog pre-
sjeka, svaki duljine Az i sve u fiksiranom trenutku ¢. Neka w; oznacava
koncentraciju tvari u lijevom, a ug u desnom dijelu (sl. 5). Tada se ug —
moze interpretirati priblizno kao prirast koncentracije u(x,t) od = do x+ Az
(pri fiksiranom trenutku ¢). Iz (i) i (ii) slijedi da za difuzijski koeficijent D
vrijedi

2
D~ L8 (8)
2 At

(8to je u skladu s tim da je dimenzija od D povr§ina po vremenu). Naime,
u vremenskom intervalu At odprilike pola Cestica lijevo od S prijeéi ¢e na
desno, a pola onih desno prijeé¢i ¢e na lijevo. Stoga je koli¢ina protoka u
tom vremenskom intervalu priblizno jednaka “5*¢SAz. S druge strane, ta
je koli¢ina priblizno jednaka F'(x,t)SAt. Zato je F(x,t) = —%(A‘A”Ct)? “dAi;ll =
—3 (AAT%)Q A‘”Z(;’t). Odavde, ocitavajuéi Fickov zakon (5) dobije se (8).
Sad razmotrimo slu¢ajno odabranu ¢esticu (odabranu na pocetku, dok je
bila u ishodistu, tako da su sve Cestice ravnopravne). Za (dovoljno) velik
prirodan broj n gledamo u kojem ¢ée se polozaju ta Cestica nad¢i nakon n
takvih vremenskih intervala, tj. nakon vremena t = nAt. Taj je polozaj
slu¢ajan, a intuitivno je jasno da ¢e za veliki broj ¢estica u prosjeku taj
polozaj biti u ishodistu (jer ¢e u prosjeku biti jednako pomaka ulijevo kao
i udesno). Sve se moze simulirati kompjutorski na osnovi sljedeée vjerojat-
nosne interpretacije. Neka slucajna varijabla Xy postize vrijednosti —Ax
ili Az, obje s vjerojatnoséu % (jednolika razdioba), neka su X1, Xs,..., X,
nezavisne slu¢ajne varijable jednako distribuirane kao i Xy i neka je X (n)
sluc¢ajna varijable definirana kao X (n) = X7 + X3 + ...X,,. Tada je polozaj
Cestice nakon n vremenskih intervala At sluc¢ajna vrijednost od X(n), tj.
vrijednost x1 + x2 + ... + z, gdje je svaki od z; slu¢ajno izabran da bude
ravnopravno —Ax ili Az. Taj zbroj je onda izmedju —mAz i nAzx ali je
mala vjerojatnost da ¢e biti na rubovima tog intervala, a puno veca da
¢e biti oko nule (jer se pozitivni i negativni pomaci ponistavaju). Ovo se
moze re¢i puno preciznije: strogo matematicki se moze dokazati (Centralni
grani¢ni teorem) da X(n) za velike n i male Az, priblizno ima normalnu
razdiobu s o¢ekivanjem 0 i varijancom n(Ax)2. Naime, Xy (pa zato i svaki
X;) ima ocekivanje 0 i varijancu (Ax)2. Sad zakljucak slijedi iz toga §to
je ocekivanje zbroja jednako zbroju ocekivanja uvijek, a isto vrijedi i za
varijancu (uz uvjet da su pojedine sluc¢ajne varijable nezavisne, Sto je u
ovom slucaju zadovoljeno). Koristeéi zamjenu t = nAt i (8) vidimo da

je n(Az)? = 2- %(AAxt)z -nAt = 2Dt. Drugim rije¢ima, polozaj u trenutku
t cestice (sluéajno odabrane na pocetku) je (priblizno) sluc¢ajna vrijednost
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normalne razdiobe s oc¢ekivanjem 0 i varijancom 2Dt (tj. sa standardnom
devijacijom v2Dt). Ta razdioba ima funkciju gustoée vjerojatnosti

1 o2
T) = e 4Dt 9
Ovo se interpretira tako da je vjerojatnost da slucajno odabrana cestica
u trenutku ¢ bude u malom intervalu od x do =z 4+ Az, priblizno jednaka
¢¢(x)Azx. Drukéije receno, vjerojatnost da slu¢ajno odabrana ¢estica bude

u trenutku ¢ u intervalu a < z < b, u ovom je modelu jednaka ff o¢(x)dz (sl
6). U skladu s tim, od ukupno N @estica na pocetku, prema ovome modelu,
ocekuje se da ¢e ih se u trenutku ¢ njih N fab ¢¢(x)dx naéi u intervalu [a, b].
Ova vjerojatnosna interpretacija, u prijevodu na deterministicku, znaci da
je gustoca u(zx,t) proporcionalna ¢.(z) za svaki ¢, uz stalni koeficijent pro-
porcionalnosti, pa, zbog sa¢uvanja ukupne koli¢ine difuzijske tvari, u(x,t)
treba biti kao u (7).

5 Pocetni i rubni uvjeti

Vidjeli smo da difuzijska jednadzba (1) ima puno medjusobno bitno razli¢itih
rjeSenja. S druge strane, konkretan inzenjerski problem bi trebao imati je-
dinstveno rjeSenje. To znaci da bi, za svaki konkretan problem, toj jednadzbi
trebalo dodati druge uvjete. Ti se uvjeti dijele u dvije skupine: na pocetne
i na rubne uvjete. Pocetni uvjet opisuje stanje na pocetku, za t = 0 (ne-
posredno prije nego je proces zapoceo), a rubni uvjeti opisuju stanje na
rubovima podruc¢ja u kojemu se razmatra jednadzba odnosno u kojemu se
proces odvija (jer je podrucje izolirano osim na rubovima). Za jednodi-
menzijsku difuzijsku jednadzbu to su uvjeti na stanje na krajevima cjevcice
unutar koje se odvija difuzija. Neka je, na primjer, cjev¢ica postavljena tako
da je reprezentirana segmentom [Ly, Lo] na x-osi. Tada je, opéenito:
Pocetni uvjet. u(z,0) = f(x) za sve x izmedju Ly i Lo, tj. L1 < x < Lo,
gdje je f neka (razumna) funkcija.

Rubnih uvjeta ima viSe vrsta, a najces¢i su Dirichletovi.

Dirichletovi rubni uvjeti. u(Li,t) = a(t) i u(La,t) = b(t), za sve t > 0,
gdje su a(t), b(t) funkcije ovisne o ¢.

Ako je a(t) = b(t) = 0 za sve t > 0, uvjeti se nazivaju homogenim, inace su
nehomogeni.

Za opcenite Dirichletove uvjete difuzijska se jednadzba moze rijesiti samo
priblizno koristenjem prikladnih numerickih metoda, a za neke posebne moze
se rijesiti egzaktno, ali i tada je rjeSenje u pravilu dano u obliku beskona¢nog
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reda (Fourierov red).
Za difuzijski problem, jedni od najprirodnijih, a onda i najvaznijih pocetnih
i rubnih uvjeta jesu

(1) u(z,0) =¢, za —L <z < L, (i7) u(—L,t) =a, u(L,t) =b, t >0, (10)

gdje su a, b, c konstante.

6 Egzaktno rjesenje uz pocetne i rubne uvjete (10)

Ovi uvjeti odgovaraju cijevi duljine 2L dobro izolirane osim na rubovima
gdje je cijev otvorena. Na pocetku je koncentracija u cijevi jednaka c
(ukljucujuéiic = 0, to znaci da nema difuzijske tvari), a nakon toga se lijevi
otvor stalno odrzava na gustoéi a, a desni na gustoéi b (gdje su a, b neki pozi-
tivni brojevi i eventualno 0). Intuitivno je jasno da ¢e nakon dovoljno velikog
vremenskog intervala proces prakti¢no zavrsiti kada ¢e koncentracija biti li-
nearno rasporedjena izmedju vrijednosti a i b. Na primjer, ako je a < b onda
¢e se u ravnotezi koncentracija u cijevi jednoliko povecavati od vrijednosti a
do vrijednosti b, a ako je b = a onda ¢e ravnoteza nastati kad svugdje unutar
cijevi bude koncentracija a. Problem je preciznijeg opisa kako ¢e se proces
odvijati u vremenu, tj. odredjivanja funkcije u(z,t). Drugim rije¢ima, pro-
blem je odredjivanje koncentracije difuzijske tvari u svakom trenutku i u
svakom dijelu cijevi, posebno odredjivanje vremena kada ¢e (prakti¢no) doé¢i
do ravnoteze. U praksi bi se to odredjivalo pokusom (tj. nizom mjerenja
u razli¢itim vremenima i na razli¢itim polozajima unutar cijevi). Ovdje je
rije¢ o tome koliko se to moze vjerno opisati ovim matematickim modelom.
Ovakav (matematicki) problem moze se rijesiti egzaktno, ¢ak i ako je pocetni
uvjet opéenit, tj. ako je u (i) u(z,0) = f(x), funkcija, umjesto u(x,0) = ¢,
konstanta. Na primjer, moze se koristiti pristup kao kod rjesavanja toplinske
jednadzbe u Erwin Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics,
10th Edition, Wiley 2011
http://instructor.sdu.edu.kz/~merey/Advanced’20Engineering’,20Mathematics?,
2010th’%20Edition. pdf.

Ovdje ¢e se demonstrirati rjeSenje u slucaju b = a. lako bi se sve mo-
glo provesti izravno, posluzit ¢emo se rjeSenjem u vrlo specijalnom obliku
koji je dobro poznat u literaturi, a ima i u klasi¢noj knjizi J. Crank, The
Mathematics of Diffusion, Second Edition, 1975
http://www-eng.1bl.gov/~shuman/NEXT/MATERIALS&COMPONENTS/Xe_damage/
Crank-The-Mathematics-of-Diffusion.pdf.
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Tamo je (uz nesto drukéije oznake: wu(z,t) se oznacava kao C'(z,t) (5to
aludira na koncentraciju), a cijev je smjestena na interalu 0 < z <[, dano
rjeSenje uz rubne uvjete
(A) u(0,t) =u(l,t) =0, zat > 0, (to je tamo relacija (2.26)) i pocetni uvjet
(B) u(z,0) = ug, za 0 < z < [, (to je tamo relacija (2.27).

Rjesenje je dano u obliku beskonac¢nog reda relacijom (2.31):

dug o~ 1 —D(2n+1)2(%)2t . 4
n=0
Pokazat ¢emo kako se iz tog specijalnog rjesenja moze dobiti rjeSenje od
(10) za b = a. Najprije analizirajmo to rjesenje. Napisimo nekoliko prvih
¢lanova:

3T 5

4 o ™ ™
] (e*D(T)zt-sin(%x)—i—e*gD(T)Qt‘sin(Tar)—i—e*%D(T)zt-sin(—x)—i—...

u(z,t) = -
Vidi se da su pribrojnici u izrazu umnosci eksponencijalnog dijela koji ovisi
o t i sinusnog dijela koji obvisi o x. Eksponencijalni je dio pozitivan, manji
od 1 i sve brze ide prema nuli, dok je sinusni dio izmedju —1 i 1. Zato se
rjeSenje moze dobro aprooksimirati samo s nekoliko pocetnih ¢lanova zbroja.
Takodjer, vidi se da svaki pribrojnik zadovoljava jednadzbu difuzije (1) pa
tako i cijeli zbroj. Takodjer, svaki pribrojnik zadovoljava rubne uvjete (jer
sinusi na rubovima imaju vrijednost 0). Pojedini pribrojnici ne zadovolja-
vaju pocetni uvjet, ali moze se pokazati da cijela suma zadovoljava.
Prijelaz od uvjeta (A) i (B) do onih u (10) provodi se u dva koraka.

Prvi korak. Prijelaz od intervala 0 < x <[ na interval —L <z < L.
Ako je 0 <z <londaje —L <x— L < L, gdje jel = 2L. Zato, da bi se
dobilo rjesenje od (1) uz rubne i pocetne uvjete

(A) u(—=L,t) =u(L,t) =0, zat >0,

(B”) u(x,0) =wup, za —L <z <L,

u rjesenju (11) treba staviti 2L umjesto [ i  + L umjesto z. Dobije se

_ 4uo S n 1 —D(2n+1)2(Z)2t m
u(x,t) = W;(—l) T 1¢ Crt D GE) . cos((2n + 1)im) (12)
Naime sin((2n+41) 57 (z+L)) = (—1)" cos((2n+1) 5y x) (provjeriti racunalno).
Prijelaz od uvjeta (A’) i (B’) na uvjete (10) uz b = a. Kakvo god
bilo rjesenje u(x,t) od (1) onda je i au(x,t) + B rjesenje za svaka dva re-
alna broja «a,f. Zato za rjeSenje (12) treba izabrati «,/ tako da bude
oau(—L, )+ =au(L,t)+ =aiau(z,0)+58=ctj. B=aiaug+p =c,
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odakle se dobije o = <%. Zato rjeSenje (12) treba pomnoziti s <2 i tome
0

uQ
dodati a. Dobije se

o Ae—a) N e L peata ) m
u(z,t) =a+ - Z(—l) 1t 2£)°" - cos((2n + I)Eaz)

(13)
To je rjesenje od (1) uz uvjete (10), pri b = a (vidi se da u formuli nema wy,
sto je i logi¢no).
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